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de los multiplicadores de Lagrange.
Interpretacion general y econdmica de éstos

Introduccion

E n las Ciencias Econdmicas se plantea un
problema bésico que es el de la distribucién de
unos recursos limitados de la mejor forma posi-
ble, esto es, de forma éptima. Este problema se
conoce en matematica como un problema de pro-
gramacion matemadtica, ya que ésta se define
como la optimizacién de una funcién sujeta a
unas restricciones, y dentro de ésta se encuentra
la programacién clasica como un caso especial,
que consiste en optimizar f (3) sujeta a § () = 7.
Un método clasico para resolver este tipo de
problema es el método de multiplicadores de
Lagrange.

Podemos considerar el problema de la progra-
macién cldsica: buscar ¥ que satisface: OPT f (%)
sujeta a ¢ (¥) = ¢. Un método para resolver este
tipo de problema es el método de los multiplica-
dores de Lagrange, este método toma el nombre
de su descubridor, el matemadtico francés Joseph
Louis Lagrange (1736-1813).
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Tenemos: OPT f (%) sujetaa g (%) -Tdonde lo que
serfa equivalente a OPT f(¥) sujetaa g (F) -F=10
donde OPT significa maximizar o minimizar, y, ¥
= (x, %, 2 ) 0= (0,0,..,0), 3 () = (3, @), g, (V.
g W), C=(c,c,..c)

El problema consiste en formular la siguiente fun-
cién de Lagrange o Lagrangiano o funcién
objetivo: L{x, &) = (%) - Alg (%) -7, donde X = (4,
Ayers A ), 0 s€a 1a funcién f (#) menos A multiplica-
do por la restriccién. El valor X tendré tantas com-
ponentes como restricciones tenga el problema;
expadiendo tenemos:

L, Xy 0, Ay A ) 5 flx, 2,0 2) —}; Alg(x,x,.x)-c]

donde las m nuevas variables 4 se llaman
multiplicadores de Lagrange.

Hay que notar que la funcién de Lagrange L(%,
7) es equivalente a la funcién f (%) debido a que
[3(X) -7 =T, y puede demostrarse que si (£, 7) =
(x*, %%, es un Sptimo local o global para la funcién
con restricciones L(¥4) entonces ¥= #* es un Gpti-
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mo local o blobal para el problema original. Como
resultado, el métdo se reduce a encontrar el punto
critico para la funcién con restricciones L(X, A).

Vamos entonces a encontrar los puntos criticos
para la funcién de Lagrange.

Para hallar los puntos criticos de una funcién de
varias variables hay que igualar sus derivadas
parciales a cero, en este caso.

2~ (dondej=1,2..,n

JL .
"BZ: =(Jdondei=1,2,.,m

desarrollando
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—&x—f‘ —% - éﬁl %:' =0
oL

—(;/1‘:_2 w{gf(xrf Kyreres xn) B CJ =0

i

Entonces nos queda el sistema de ecuaciones:

08 o
-%j é‘ﬁz?ﬁ:-mO]pl,Q,...,n

c-8 (¥, %, x)=0i=12,,m

Y los puntos criticos corresponderan a la solucion
de este sistema de n + m ecuaciones, teniendo 2
Xyrmes Xop Agsocss Am como las n + mincdgnitas. La
solucion serd: {X!,..., X%y A, AL).

Notese que las vltimas ecuaciones son equiva-
lentes a las restricciones del problema original,
lo que nos indica que se estdn tomando en cuenta
solamente soluciones factibles, o sea, aquellas
soluciones que satisfacen las restrucciones.

Después de identificar el 6ptimo global de L c#1)
que denotamos (x7,..., X5 Aj..., Ay, el valor (x ...,
x") = (x%,..., x7) es la solucién buscada del problema
original.

Para ejemplificar consideremos el problema de
produccion, donde queremos maximizar p = f
(x,y) = X7Y ¥sujeta a la restriccion de presupuesto
g{x, y)=x+y=378. ‘

Resolvemos el sistema de ecuaciones

Xsyr-A=0
TXFY5-A=0
x+y=3.78

y obtenemos x = 2.52, y = 1.26 0.53

Supongamos que el presupuesto se aumenta de
3.78 2 4.78 obteniéndose una nueva ecuacién de
presupuesto x + v = 4.78. La solucidn corres-
pondientees: x =3.19,Y = 1.59, y el nuevo méximo
es p = (3, 195 (1,59 =253 (enlugardep = f
(2.52,1,26) = 2).

Notemos que la cantidad en la cual f se aumenta
es (.53 que es el valor de A. Asi en este ejemplo, el
valor de A representa la produccién extra alcan-
zada por el incremento de una unidad en el pre-
supuesto.

En resumen:

El valor de A es aproximadamente el incremento
en el valor dptimo de f cuando el presupuesto se
incrementa en una unidad, méas precisamente: €l
valor de A representa la tasa de cambio del valor
dptimo de f cuando el presupuesto aumenta.

El Significado de A en General:

Para incrementar A en general, mniramos cémo el
valor ptimo de la funcién objetivo f cambia cuan-
do el valor ¢ de la restriccién g, varfa. Sea (x7, ") el
punto éptimo que depende de ¢ es decir: x* = x*
(¢}, y, y*=y*(c) funciones diferenciales de ¢, usan-
do la regla de la cadena para diferenciar el valor
dptimo f{x*{c), y* {c}) con respecto a ¢ se obtiene:
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af _ ¥ dr | o dy*
de “oxde " odyde

en el punto Gptimo (x*, y*), se tiene = Ig , y, f -
Ig_, y por consiguiente: )

& et &y
F=r68L + e

como g (x*(c), y*(¢)) = ¢, vemos que —f;% 1, ypor

1o tanto —f,CL: A. Asf tenemos la siguiente inter-

pretacion del multiplicador de Lagrange: el valor
de A es la tasa de cambio del valor 6ptimo de f
cuando c aumenta (donde g (x,y) = ¢). Si ei valor
optimo de f se escribe como f (x* {c), y* (c)}, en-
tonces tenemos:

d * * _
-ac—f(x (chy (c)=A

Generalicemos este resultado: usando¥ = (x,, x,,...
x,J), se puede formular mds concisamente el
Lagrangiano general como:

OPTf(x)sujetaag,(X) =c, i=1,...m (1)

Sean x},..., x} losvalores de x,,..., x_que verifican
las condiciones necesarias para la solucién de (1)
en general x7,..., xn*, depende de los valores de
Cypers €, SUPONEMOS qUE xf* =xf(c .., c)li=1,.,
#) son funciones diferenciales de c,,..., ¢ en sim-
+ — n

bolos , sise pone x*=(x}.., x), y c=(c,..c)
entonces: f* (€) = f (i* (c)) = f (x. (¢),..., xn (c)) 1a
funcion f* se llama la funcién valor ptimo del
programa (1). Los multiplicadores de Lagrange
asociados a x* dependen también de c,,..., ¢, bajo
unas ciertas hipotesis de regularidad se tiene:

153@ =A@ (i=1.,m)

El multiplicador de Lagrange 4, = A () de la i-
ésima restricciéon en la tasa de variacion del valor

Optimo de la funcién objetiva respecto a los cam-
bios de la constante ¢. Elntimero A se llama pre-
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cio sombra o valor marginal de una unidad del
recurso i

Interpretacion econdmica de
los multiplicadores de Lagrange

Para aquellos problemas de asignacién econd-
mica en los gue la funcién de Lagrange tiene la
interpretacion de una valoz, es decir, precio multi-
plicado por cantidad (beneficios, ingresos, costos)
y las restricciones representan las limitaciones
para los recursos disponibles que tiene un valor
dado (materia prima, mano de obra, eic), el multi-
plicador de Lagrange mide la sensibilidad del
Lagrangiano a los cambios en la cantidad de di-
cho recurso, en consecuencia representa un precio
que suele llamarse precio sombra del recurso.

5i 4 es el multiplicador de Lagrange correspon-
diente al recurso i, entonces A, serd la contribucién
a la ganancia proporcionada por cada unidad del
recurso i, en consecuencia el precio sombra 6pti-
mo para el recurso i(A¥), representa el maximo
precio unitario que se estaria dispuesto a pagar
para aumentar la cantidad de recurso i en una
unidad.

Si el precio sombra es mayor que el costo unitario
actual del recurso i, entonces la cantidad de
recurso i debe ser incrementada hasta que el
precio sombra sea igual al costo unitario,

Observaciones

Debe tomarse en cuenta que desde el punto de
vista préctico, el método de los multiplicadores
de Lagrange no es un procedimiento particular-
mente poderoso, ocurre a menudo que es impo-
sible resolver el sistema de ecuaciones para obte-
ner los puntos criticos. A veces, atin cuando pue-
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dan ser obtenidos, el nlimero de puntos criticos
puede ser tan grande que es poco practico tratar
de identificar el 6ptimo global.

Es por esto, que hoy en dia se han desarrollado
métodos particulares para resolver esta clase de
problemas a través de la programacion lineal y
no lineal que esta dentro de lo que se conoce como
investigacion de operaciones.
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