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Comprension del concepto de
infinito actual y su relacion con
las funciones reales: el infinito
y el modelo de van Hiele®

Alba Soraida Gutiérrez Sierra® m René Alejandro Londofio CanoP

Resumen: este articulo surge de la reflexion de los resultados parciales de la investigacion E/ con-
cepto de infinito actual en el marco del modelo de van Hiele, cuyo proposito fue describir la compren-
sion de tres estudiantes de grado once de una institucion educativa colombiana de caracter oficial,
frente al concepto de infinito actual y su relacion con funciones de variable real. Con ese propdsito,
se disefié un instrumento de indagacién permanente, consistente en una entrevista semiestruc
turada de caracter socratico. Para validar el instrumento, se propusieron descriptores hipotéticos
que, refinados durante el proceso de investigacién, contribuyeron a obtener los descriptores finales,
para disefiar la entrevista definitiva y, a través de ella, a la luz del modelo de van Hiele, reconocer y
clasificar el nivel de compresién de los estudiantes frente al concepto en cuestién. En cuanto al desa-
rrollo metodoldgico se adoptd el enfoque cualitativo, con estudio de caso, que busca transformar la
realidad en un contexto educativo particular, con miras a producir conocimiento practico que pueda
ser generalizado.
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Understanding the Concept of Current Infinity and its
Relationship to Real Functions: Infinity and the Van-Hiele
Model

Summary: this article arises from the reflection of the research’s partial results: the concept of cur-
rent infinity in the framework of the model of van Hiele. The purpose was to describe the understanding
of three students of eleven grade in an Official Colombian Educational Institution, facing the concept
of current infinity and its relationship with real variable functions. For this, an instrument of perma-
nent inquiry was designed, consisting of a semi-structured interview of Socratic nature. To validate
the instrument, hypothetical descriptors were proposed that, refined during the research process,
contributed to obtain the final descriptors, to design the final interview and, through it, in the light
of van Hiele's model, recognize and classify the students’ level of understanding against the concept
under consideration. About the methodological development, the qualitative approach was adopted,
with a case study, which seeks to transform reality in a particular educational context, with the inten-
tion of producing practical knowledge that can be generalized.

Keywords: Cantor, comprehension; descriptors; infinite potential; van Hiele model

Compreensdo do conceito de “infinito atual” e sua relag¢do com as
funcdes reais: o infinito e o modelo de van Hiele

Resumo: este artigo surge da reflexdo dos resultados parciais da pesquisa “O conceito de infinito
atual no ambito do modelo de van Hiele”, cujo objetivo foi descrever a compreensao de trés estu-
dantes do Ultimo ano do ensino médio de uma instituicdo educacional colombiana de carater oficial,
ante o conceito de infinito atual e sua relacdo com funcdes de variavel real. Com esse objetivo, foi
desenhado um instrumento de indaga¢do permanente, consistente numa entrevista semiestrutu-
rada de carater socratico. Para validar o instrumento, foram propostos descritores hipotéticos que,
refinados durante o processo de pesquisa, contribuiram para obter os descritores finais, para dese-
nhar a entrevista definitiva e, por meio dela, a luz do modelo de van Hiele, reconhecer e classificar
o nivel de compreensdo dos estudantes ante o conceito em questdo. Quanto ao desenvolvimento
metodoldgico, foi adotada a abordagem qualitativa, com estudo de caso, que procura transformar
a realidade num contexto educacional particular, com vistas a produzir conhecimento pratico que
possa ser generalizado.

Palavras-chave: Cantor, compreensdo; descritores; infinito potencial; modelo de van Hiele
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Introduccion

Las matematicas son un saber imprescindible que
permite conocer y comprender el universo, lo
que explica que el pensamiento matematico se
desarrolle en todos los seres humanos cuando se
enfrentan a multiples tareas cotidianas [1].

La problematica abordada en la presente inves-
tigacion muestra que, cuando los estudiantes se
acercan al concepto de infinito, lo hacen desde una
nocion intuitiva, relacionada con los conceptos
de cantidad y tamario, lo que genera una serie de
contradicciones conceptuales, frente al hecho
de que no pueden establecer con claridad la cone-
xi6n directa del infinito con otros objetos mate-
maticos. Con respecto al tema, se evidencia que el
bajo rendimiento de los estudiantes en cursos de
calculo diferencial e integral se encuentra asocia-
do con la construccién del concepto de funcion.
Una de las razones mas relevantes de ello es la
comprension deficiente e incompleta del concep-
to de infinito actual y el papel que cumple en la
teoria de conjuntos [2].

Es de anotar que este tltimo concepto ha sido
habitualmente una polémica, por lo que genera
dificultades en la comprension de las funciones de
variable real. Al no tener clara la relacion de es-
tos dos conceptos en el calculo, pueden surgir di-
ficultades frente a la modelacion de situaciones y
fenémenos de tipo variacional, que impiden com-
prender los conceptos involucrados en el analisis
funcional [3]. Algunos autores han demostrado la
evolucion e implicaciones del concepto de funcion
y su relacion con el concepto de cardinalidad y ex-
plican que tiene una intima relacién con los con-
ceptos primitivos de conjunto, cantidad y niimero.
Esto conlleva a diversas concepciones acerca del
infinito [4].

Al respecto, de acuerdo con el analisis realizado
en la revision bibliografica, fue posible evidenciar
que, a la hora de ser ensefiados, algunos objetos
matemdticos generan dificultades de comprension
en los estudiantes. Esto, en ocasiones, es atribuido
al registro lingiiistico (metalenguaje matematico)
usado por el maestro, que no estd en concordancia
con el nivel de sus educandos.

Por otro lado, el modelo de van Hiele es perti-
nente para describir la comprension y establecer el
nivel de razonamiento de los estudiantes frente a
un objeto matematico cualquiera que, para el caso
particular, concierne al concepto de infinito ac-
tual. El modelo ha sido implementado en diversas
experiencias educativas y respaldado por investi-
gaciones a nivel de programas de maestria y doc-
torado en las dltimas dos décadas, varias de ellas
relacionadas con el andlisis de la comprensién de
los estudiantes en conceptos matematicos, ligados
con procesos de razonamiento infinito que no ne-
cesariamente producen resultados infinitos, entre
ellas, los conceptos de aproximacion local, como
el de limite, convergencia de sumas infinitas y el
teorema fundamental del célculo, entre otros.

A continuacion, se enuncian algunas investi-
gaciones en esta direccién: estudio comparativo
del concepto de aproximacién local [5], médulo de
aprendizaje para la comprensiéon del concepto
de serie de términos positivos [6], relacion inversa
entre cuadraturas y tangentes dentro de la teoria
de Pirie y Kieren [7], la comprensiéon del concep-
to de continuidad en el marco de la teoria de Pirie
y Kieren [8], relaciones proporcionales entre seg-
mentos en el contexto del modelo de van Hiele [9]
y extension del modelo de van Hiele al concepto
de area [10], entre otros; con los cuales se amplia el
fundamento tedrico para consolidar las bases que
sustentan la investigacion.

Estado del arte

En su tesis doctoral Estudio del infinito actual
como identidad cardinal en estudiantes de educa-
cion secundaria de 13 a 16 afios, Prieto [11] indago
las capacidades, habilidades y estrategias cogniti-
vas que manifiestan los estudiantes de 13-16 afos
de educacién secundaria, ante tareas que requie-
ren comparar conjuntos para identificar el infinito
actual como identidad cardinal. Se plantean dos
métodos de comparacién: el de Bolzano y el de
Cantor. El primero se utiliz6 como soporte de una
experiencia fisica; el segundo se establece en un
modelo evolutivo de competencias.

El objetivo general de ese trabajo docto-
ral fue analizar la naturaleza y la evolucién de
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competencias logicas del infinito actual como iden-
tidad cardinal. Se utiliz6 el método empirico cuali-
tativo de metodologia mixta, e incluy6 una prueba
piloto. Reconsiderando el infinito actual como
identidad cardinal tras la comparacién de con-
juntos numéricos, se lleg6 a la conclusion de que
dicho conocimiento no surge del vacio, por el con-
trario, es necesario un cimulo de competencias 16-
gicas en los estudiantes de educacién secundaria.
Tal es el caso de las sucesiones de términos numé-
ricos, criterios de comparaciones, la admision del
infinito potencial y posteriormente la aceptacion o
el rechazo del infinito actual.

Mena et al. [12] establecieron que los obstacu-
los epistemoldgicos tienen raices profundas en
matematicas, los cuales, por lo regular, pasan in-
advertidos por el docente. El infinito es una no-
cién compleja de abordar en diferentes niveles de
escolaridad y se relaciona con temas como limites,
series, axioma del supremo, procesos recursivos y
conjuntos infinitos y acotados. En la investigacion,
encontraron una dificultad cognitiva experimen-
tada por los participantes, al confundir los planos
semantico y tedrico. Los participantes manifes-
taron espontdnea y publicamente la necesidad de
aprender teorias didicticas que les permitieran
profundizar en categorias de analisis para superar
obstdculos. Se establecio que el transito del infinito
potencial al infinito actual es dificil; ademds, pa-
rece claro que, si se desea conseguir que los estu-
diantes logren desarrollar un concepto apropiado
de infinito, se necesita modificar las estrategias
utilizadas y considerar que también los profesores
pueden enfrentar dificultades con el concepto.

En El infinito: problemas para el aprendizaje en
un tema de cdlculo, Garelik [13] analiz6 las concep-
ciones del infinito que prevalecen en estudiantes
del primer afio de carreras de ingenieria, al enfren-
tarse a procesos infinitos que generan obstaculos
didécticos y epistemoldgicos en relacion con las
distintas representaciones semidticas del concep-
to de infinito, después de revisar las respuestas a
situaciones formuladas en contextos diferentes.
En la ensefianza que se imparte regularmente en
los cursos de matematicas, no se prioriza la com-
prension del concepto, y en su lugar, se implemen-
tan procedimientos mecanicos para el abordaje
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de problemas. Las respuestas observadas en los
alumnos en las dos fases de esta experiencia pro-
porcionaron indicadores acerca de la conveniencia
del trabajo en diferentes contextos, en particular,
geométricos y analiticos, para la construccion de
conceptos sustentados en procesos infinitos; los
cuales favorecen los procesos intuitivos compren-
der las nociones y realizar actividades matematicas
relacionadas.

A su vez, en “Nociones del infinito en futuros
profesores de matematica”, Vicent [14] analiz6 la
concepcion de los profesores de matematica que los
lleva a vincular el término de infinito con lo inaca-
bado. La investigacion se centra en interpretar las
representaciones sobre el concepto en estudio de
un grupo de bachilleres de la especialidad de mate-
maticas. Expone la evolucion histérica y la nocién
de infinito desde Aristdteles hasta Cantor. Se ayu-
da de un paradigma interpretativo y su estudio es
fenomenoldgico. Ademas, parte de obtener infor-
macién por medio de grupos focales, para concluir
que, primero, prevalece la concepcion potencial de
infinito, es decir, se relaciona con lo muy grande;
Segundo, existe un amplio margen para identifi-
car lo intangible e incierto con este concepto, sobre
todo, en la creacién literaria. Ello significa que no
hay reconocimiento explicito del infinito actual.

En lo pedagdgico, Vicent observa que tal con-
cepto pasa desapercibido como estudio formal,
lo que puede ocasionar errores epistemoldgicos
alrededor del concepto. Asimismo, en su estudio
afirma que la concepcién de lo infinito estd de-
terminada desde los contextos sociales y no des-
de el campo profesional especifico y se asocia con
cuestiones intangibles e inciertas. La falta de au-
tonomia en el proceso de aprendizaje convierte al
alumno en un repetidor de sus propios maestros,
lo cual lo imposibilita para cuestionar lo que le en-
seflan o, por lo menos, para construir un concepto
propio.

Una aproximacion conceptual
al infinito
Para el presocratico Demdcrito, el mundo estaba

constituido por un nimero infinito de atomos in-
divisibles y eternos, es decir que su existencia no
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cesa y, cualitativamente, son iguales y se mueven
en un vacio eterno. De otro lado, para Zenon de
Elea, la divisibilidad del continuo era infinita, es
decir, no existe un limite en la divisién de la mate-
ria y toda particula que no pueda verse no existe.

Por su parte, Platén consideraba que la unidad
del universo es infinita, porque no nace ni muere,
no hay principio ni fin. En relacién con lo anterior,
Aristételes indicaba que el universo infinito era li-
mitado. Estas ideas permitieron generar la distin-
cién entre el infinito potencial y el infinito actual.
Para el pensamiento griego el infinito es la idea de
algo inconcebible. La escuela estoica, por ejemplo,
concebia el infinito como un contenedor del cos-
mos y un cumulo de repeticiones infinitas.

Ya en la Edad Media, el pensamiento cristiano
asociaba la idea de infinito con el problema de la
eternidad, afirmando que solo Dios es infinito [15].
En el siglo xviI [15], Giordano Bruno defendia la
postura de la infinitud del universo, como un con-
junto que se transforma perennemente desde lo
inferior a lo superior, por ser todo uno y la misma
cosa. Para Nicolads de Cusa, el universo, perenne-
mente penetrado de vida, era un organismo infini-
to del mismo orden y con el mismo Dios [15].

Ahora bien, con la Revolucién cientifica y el
adelanto de las matematicas, junto con la reve-
lacidon casi simultdnea del andlisis infinitesimal,
también llamado célculo infinitesimal, de Leibniz
y Newton, se sostiene la concepcion infinitista.
Casi todos los filésofos del periodo moderno, prin-
cipalmente los racionalistas, participan de la idea
de la infinitud del mundo, pues pensar en ciertos
limites abre la posibilidad de pensar en qué hay
mas alla de dichos limites, lo que esta en estrecha
relacion con el infinito potencial.

Por su parte [15], el infinitésimo de Leibniz
era pluralista y en cada universo parecia haber
infinitos universos; ademas, para este fildsofo
la infinitud no era enigmatica ni irracional, sino
mensurable, porque puede ser operada con infini-
tos, por lo menos con lo infinitamente pequefio.

A su turno, Kant consideraba que puede pro-
barse tanto la tesis de que el mundo tiene un prin-
cipio en el tiempo y esta limitado en el espacio
(como hacen los dogmaticos) como la antitesis, o
sea, que el mundo no tiene comienzo y es ilimitado

(segun afirman los empiristas). Después, para He-
gel, lo infinito positivo era el ser verdadero, lo que
es en si, el espiritu [15].

En este periodo, ademas, se esbozan los estu-
dios a través de la exploracion de los diversos lega-
dos desde Aristoteles con las paradojas de Zenon,
hasta los transfinitos [16], resaltando las revelacio-
nes de la intuicién y el pensamiento metaférico.

En este sentido, se abordan los modelos intuiti-
vos tacitos que subyacen al conocimiento y se ana-
liza su evolucién a medida que la instruccion tiene
un mayor peso especifico en la formacién matema-
tica. Una intuicién o, en particular, una idea intui-
tiva pueden comprenderse como una concepcioén
cerrada, que por lo general se establece prematu-
ramente. Esto, debido a la falta de informacién que
se oculta de manera que la persona la entiende co-
herente, completa e inmediata [17]. Por otro lado,
los estudios centrados en estrategias de ensefian-
za-aprendizaje han descrito algunos procesos que
suceden en la mente en la construccién de ciertos
objetos matematicos [18], [19].

El infinito y su enseflanza
en las matematicas

El concepto de infinito inicia desde la formacion
escolar con el infinito potencial y sigue en el pro-
ceso de conteo, es decir, en la cardinalidad y ordi-
nalidad de distintos conjuntos numéricos; ademas
de operaciones aritméticas cuyas soluciones son de
tipo finito o infinito [20]; posteriormente, contintia
con el calculo infinitesimal, en el 4mbito técnico
cientifico a nivel universitario. Es tratado en temas
como la nocién de limite, nimero real, sucesion,
derivada, tangente y otros.

En la ensefanza de las matematicas, la incor-
poracion del infinito permite dar una mirada de
la literatura cientifica de diversos estudios, para
tratar de comprender el papel que desempefia en
la construccion de objetos matematicos. Por tanto,
se considera que el concepto de infinito es esencial
para comprender nociones matematicas como li-
mite, continuidad, derivada, integral, sucesiones,
funciones y series, entre otras [21]. Ademas se es-
tablece que el infinito se encuentra vinculado con
conceptos numéricos y geométricos.
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Asimismo, se considera que comprender el
concepto de infinito en algunos casos esta ligado
con el nivel de razonamiento del estudiante, pues
tal concepto se construye gradualmente, desde las
interpretaciones intuitivas y relacionadas con el
entorno en que interactia [22]. De igual manera,
alinicio de las operaciones formales, los sujetos co-
mienzan a tener una percepcion contradictoria del
infinito, dados los contrastes que ellos observan
cuando evidencian que resultados de naturaleza
finita o infinita pueden provenir de procesos de ra-
zonamiento infinito. Es el caso de la suma infinita
de los inversos multiplicativos de los numeros na-
turales (serie armonica), cuyo resultado es infinito,
en contraste con la suma infinita de los inversos
multiplicativos de las potencias de dos (serie de ra-
zdn ¥3), cuyo resultado es finito.

A demas, el concepto de infinito puede servir
como recurso para la construccion de situaciones
didacticas. Esto permite lograr el desequilibrio
cognitivo necesario para la adquisicién o estable-
cimiento de nuevas concepciones y reconceptuali-
zaciones relacionadas con el infinito.

Al reflexionar acerca de algunas concepciones
sobre el infinito y los obstaculos epistemoldgicos
que pueden surgir al tratar de comprender este
concepto, distintos modelos y teorias tratan de ex-
plicar por qué ocurre esto. Desde el fendmeno del
aplastamiento que proponen Arrigo [23] y Arrigo
y D’Amore [24], el modelo intuitivo y el fenémeno
de deslizamiento, se observa la contradicciéon que
subyace entre lo intuitivo y lo formal, al momento
de tratar de comprender el infinito como objeto
ensefiable, a través de las practicas de aprendizaje
de la construccion del infinito (figura 1).
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En concordancia con la figura 1, Belmonte [22]
y Arrigo y Sbaragli [23] resaltan que los registros
semidticos cominmente utilizados para represen-
tar el infinito son el numérico, el algebraico y el
geométrico. Sin embargo, de acuerdo con las di-
ficultades asociadas con las representaciones, el
registro semidtico de la teoria de conjuntos y la co-
nexion que tiene con el concepto de funcién deben
incluirse, partiendo desde la notacion de Euler.

No obstante, para detectar como es posible
comprender el concepto de infinito, resulta nece-
sario identificar las dificultades del estudiante al
razonar, si se tiene en cuenta el esquema intuitivo
y el formal de la teoria de las practicas del apren-
dizaje. Esto implica recurrir a métodos o modelos
para describir en qué nivel o estadio se encuentran
la comprension y el razonamiento en las estructu-
ras mentales de los educandos; al intentar analizar
la relacion del concepto de infinito en la construc-
cién de otros objetos matematicos. Para el caso
particular, se utilizé el modelo educativo de van
Hiele, el mas pertinente para alcanzar el propésito
de describir la comprension.

En relacién con lo anterior, al tratar de des-
cribir la diferencia entre infinito actual e infinito
potencial en su estructura conceptual, es posible
identificar dos formas de comprension. En cuan-
to al infinito actual, puede entenderse como un
conjunto sin fin, acabado, que remite a algo ter-
minado, un objeto estatico que puede construirse
a partir de un proceso iterado pero delimitado.
Mais especificamente, la comprensién del infinito
actual se evidencia cuando un estudiante puede
identificar el infinito en una globalidad tomada
desde un limite, es decir, un infinito limitado pero

El fendmeno de aplastamiento El modelo intuitivo El fenémeno de deslizamiento

Afirma que todos los conjuntos
infinitos tienen el mismo cardinal, no
se acepta que el todo puede ser igual
en magnitud a una de sus partes. Esta
situacion genera una contradiccion
entre lo formal y lo intuitivo.

Se basa en las disposiciones
pictéricas para comprender el
infinito, utiliza la antonimia parte-
todo, esto es el todo no puede ser
igual a una de sus partes.

Permite comprender la idea de biyeccién

y correspondencia uno a uno, en él se
establece la equivalencia entre conjuntos
infinitos. Admite establecer y construir el
concepto formal de infinito en matematicas.

Figura 1. Las practicas de aprendizaje de la nocién de infinito.

Fuente: adaptado de Gamboa y Vargas [48].
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existente: el todo cabe en cada una de sus partes.
Esto permite inferir que el infinito se encuentra
presente tanto en lo limitado como en lo ilimitado.
En cuanto a la comprension del infinito potencial,
se entiende como un conjunto sin fin, susceptible
de incremento ilimitado; el infinito potencial es la
concepcion de infinito como un proceso ilimitado
que crece o decrece desbordadamente [24].

También se resalta que las paradojas de Can-
tor quebrantaron la confianza absoluta de los ma-
temadticos en las concepciones de infinito actual.
Algunos consideraban existente solo el infinito po-
tencial, entendian que el concepto de infinito actual
es contradictorio dado que, al adquirir realidad, la
magnitud infinita deja de serlo y se convierte en fi-
nita. La solucién del problema ha de buscarse en las
propiedades del mundo real. El mundo material
es infinito en el espacio y en el tiempo, no como
posibilidad, sino como realidad. El mundo se de-
sarrolla sin cesar, encierra en si la posibilidad de
ulteriores e ilimitadas transformaciones. De ahi
que su infinitud sea al mismo tiempo potencial. La
unidad entre infinito actual e infinito potencial se
da, asimismo, en la estructura de la materia. Es de
anotar que, para representar tal unidad, los méto-
dos de investigacion han de fundamentarse en el
examen dialéctico de los conceptos de infinito ac-
tual y potencial [25].

Por otra parte, la diferencia entre el infinito po-
tencial y el infinito actual estd relacionada con la
diferencia entre el devenir y el ser, entre el mundo
de Herdclito y el de Parménides: “El infinito poten-
cial se obtendria mediante procesos que no nos en-
frentan en ningin momento con el infinito en su
totalidad, sino con un infinito que aparece como
posibilidad (en potencia) y que se puede perpetrar
progresivamente” [25].

En los problemas relacionados con la concep-
cién de infinito, estan los obsticulos epistemo-
légicos con el modelo de infinito como proceso
sinfin; se concibe al infinito en la posibilidad de
llevar a cabo un proceso iterado, tantas veces como
se quiera, bien sea desde el punto de vista de la
realizacion fisica o la realizaciéon mental. A su
vez, la aceptacion del axioma de Leibniz, el cual
postula que el todo es mayor que una de sus par-
tes, contradice la definicidn de infinito actual, un

infinito delimitado pero existente, concebido por
Cantor en términos de la cardinalidad de conjun-
tosal establecer una biyeccion entre sus elementos.
En este punto, es necesaria una reflexion pedago-
gica y didactica que permita considerar la com-
prension de dualidad entre el infinito actual y el
infinito potencial [24].

Los obstaculos didacticos se centran en la
idea de concebir los nimeros naturales como un
conjunto con un numero infinito de elementos;
y que es posible construirlo a partir de la posibi-
lidad de anadir siempre un elemento adicional.
Los diversos obstaculos acerca del infinito actual
se presentan de forma intuitiva y dependen de la
representacion de cada persona sobre este objeto
matematico [26].

Albuscar un modelo adecuado y pertinente que
permita describir la comprension que tienen los
estudiantes del concepto de infinito actual y, a su
vez, poder analizar los procesos de razonamiento
de los estudiantes, se observa que el modelo de van
Hiele permite describir de forma apropiada dichos
procesos mentales, dada la caracterizacion y la
gradacién que propone a través de sus cinco nive-
les de razonamiento. Otra situacion relevante que
motiva el desarrollo de la investigacion tiene
que ver con la necesidad de buscar estrategias para
el disefio de instrumentos y técnicas apropiadas
que permitan describir la manera como los estu-
diantes comprenden el concepto de infinito actual
y su relacion con otros objetos matematicos.

De ahi que se opta por disefar y validar una
entrevista socratica fundamentada en el modelo de
van Hiele, como instrumento pertinente para des-
cribir la comprensién del infinito actual. Con la
entrevista socratica en la presente investigacion,
es posible acercar al investigador a la descripcion
del razonamiento de los estudiantes, mediante
preguntas orientadoras, que describen e interpre-
tan “lo que es”. A partir de las respuestas, el in-
vestigador encuentra informacién valiosa para
determinar los niveles de razonamiento en que se
encuentra el entrevistado.

En cuanto al uso del nuevo conocimiento obte-
nido, es posible establecer que la investigacién co-
bra relevancia desde el punto de vista pedagégico,
porque brinda informacién sobre la manera como
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los estudiantes de educacién media interpretan los
conceptos de infinito e infinito actual. Ello permi-
te detectar aciertos y desaciertos en los métodos y
estrategias de enseflanza del concepto en cuestién
y su influencia en las funciones de variable real, en
campos como la geometria, el analisis matematico
y la teoria de conjuntos.

Asimismo, es importante tener en cuenta
que analizar el infinito actual puede estimular
la capacidad de crear, inventar, razonar y anali-
zar situaciones, para resolverlas. Esto facilita el
aprendizaje ya que se relacionan los contenidos
con la cotidianidad de los estudiantes.

El modelo de van Hiele

El modelo de van Hiele surgi6 de las dificultades
de aprendizaje de la geometria, y fue abordado por
los esposos Pierre M. van Hiele y Dina van Hie-
le Geldof, quienes lo presentaron como resultado
desus disertaciones doctorales en la Universidad de
Utrecht (Holanda). Hoy continda vigente, dado
que ha sido extendido a conceptos del andlisis ma-
tematico en los ultimos afios. La experiencia de
estos esposos, producto de su trabajo docente, los
llevo a estudiar a fondo las dificultades que mos-
traban sus estudiantes al solucionar problemas,
sin recurrir a ejercicios idénticos. Postularon que
cuando ellos aprendian los conceptos de memoria
no era suficiente para encontrar la solucién. Por
ello, el fracaso los llevaba a pensar que la matema-
tica era dificil, en especial, la geometria [27].

El modelo de van Hiele ha sido implementado
en diferentes investigaciones y, para el caso par-
ticular, se ha convertido en un modelo potente
para describir de manera adecuada cémo los estu-
diantes comprenden el concepto de infinito y sus
implicaciones en otros objetos matematicos [27],
toda vez que ya ha sido validado con conceptos
del analisis matematico, asociados al infinito, tales
como los de limite, derivada, continuidad e inte-
gral, entre otros.

A suvez, el modelo de van Hiele establece que el
aprendizaje tiene niveles de razonamiento que ha-
cen necesario un procedimiento didactico para
pasar de un nivel a otro. En el modelo, existen
varios niveles de perfeccién en el razonamiento
[6]. Un estudiante puede comprender conceptos
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matematicos, si se le presentan de acuerdo con
su nivel de razonamiento, pero si se le ensefia en un
nivel superior, puede surgir una ruptura en la com-
prension. Acudiendo a las fases de aprendizaje que
postula el modelo, a través de distintas situaciones
didacticas es posible inducir a que el estudiante al-
cance un nivel de razonamiento superior.

La figura 2, muestra cdmo los procesos esta-
blecidos en las fases de aprendizaje del modelo de
van Hiele intervienen de forma directa en la com-
prension de un objeto matematico. Aqui se destaca
que la comprension se construye de forma gradual,
para avanzar por los niveles de razonamiento, y
que se requiere instruccion e informacion adecua-
das, suministradas por el docente o investigador.
Este, a su vez, orienta en el momento oportuno y
hace explicito lo que antes era implicito, para que
a través de la orientacidn libre y el cuestionamien-
to permanente, se integre el conocimiento en una

Se construye pensando Integracion

por niveles de pensamiento,
asociados con la edad

.

-

Orientacion libre

-~

Serequiere de
INSTRUCCION adecuada

N —

} Orientacion guiada
o dirigida

Explicitacion

Informacion

Figura 2. Modelo de van Hiele.

Fuente: tomado de Belmonte, Martinez y Sierra [21].

red de relaciones que se entrelazan al momento de
razonar.

Asimismo, el modelo de van Hiele estd validado
por otros estudios, que lo han concebido como una
eleccion adecuada para describir el razonamiento
de un estudiante en conceptos de diferentes obje-
tos matemadticos, iniciando por el de la geometria,
el cual se ha llevado a escenarios escolares en dife-
rentes partes del mundo [21]. Al implementar este
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modelo, se detonan actividades que permiten que
el sujeto contraste conocimientos previos con los
nuevos, para resigniﬁcar conocimientos matema-
ticos, centrandose en actividades practicas para
pasar a interpretar significados matematicos ver-
daderos o falsos, que lo lleven a una reflexién en la
solucion de problemas [47].

Caracteristicas de los niveles en el
modelo de van Hiele

En estudios posteriores, se ha demostrado que los
niveles de razonamiento que contempla el modelo
pueden describir distintas formas de razonar, ma-
nifiestas en cada una de las cualidades que se evi-
dencian al ubicar a un estudiante de acuerdo con
su nivel de razonamiento [27], [22].

Es importante destacar que, originalmente, en
el modelo de van Hiele se plantearon cuatro nive-
les de razonamiento (I, 11, 111, IV) y se enfatizaba
en la importancia de los tres primeros; los niveles
eran clasificados como bdsico, visual, descriptivo y
tedrico. El ultimo fue denominado asi, dado que
es complejo detectarlo, por su caracter abstracto;
mientras que los tres primeros son mas evidentes.

Asimismo, Gutiérrez y Jaime [29] hablan de
un nivel inicial o de conocimientos previos al cual
denomina nivel 0 (basico, visual o predescriptivo).
En consecuencia a los niveles restantes a los que se
refiere, se describen de la siguiente manera: nivel
I (descriptivo), nivel 1 (tedrico) y nivel 111 (deduc-
tivo) [30].

A los cuatro niveles propuestos por los van Hie-
le, se anade un nivel anterior, denominado nivel 0
(predescriptivo) [49]; en el desarrollo de la presen-
te investigacion se utiliz6 la nomenclatura de los
cinco niveles propuesta por Llorens, trabajando
los cuatro primeros niveles, pues el ultimo nivel de
acuerdo con los van Hiele es un nivel de un rigor
tedrico profundamente abstracto:

= Nivel 0, predescriptivo

= Nivel I, de reconocimiento visual

» Nivel II, de analisis

= Nivel IT1, de clasificacion, de relacion

= Nivel IV, de deduccion formal

Niveles de razonamiento segun
van Hiele

El interés de los niveles de razonamiento se en-
foca en la importancia de lo que describen y sus
caracteristicas; de ellas depende la descripcién de
la comprension y el razonamiento de los objetos
matematicos, en este caso, para el concepto del
infinito actual y su relacién con las funciones de
variable real.

Gutiérrez y Jaime proponen un nombre especi-
fico a cada uno de los cuatro niveles iniciales pro-
puestos por los van Hiele [31], [32], enunciados de
la siguiente manera: nivel 1 (de reconocimiento),
nivel 2 (de analisis), nivel 3 (de clasificacion) y nivel
4 (de deduccidén formal).

Debido a su experiencia, en investigaciones
posteriores, los van Hiele propusieron un nivel
previo que describe los conocimientos anteriores
o preconceptos de los estudiantes.

Por su parte, Moreno [33] y Vanegas [34] utili-
zaron los siguientes nombres para los cinco niveles
de razonamiento: (1) visualizacién, descripcioén o
analisis; deduccion informal u ordenacién; deduc-
cion formal; y rigor. Por ultimo, Esteban, y J. Llo-
rens usaron la siguiente nomenclatura, justamente,
la empleada en la presente investigacion: “Nivel 0:
predescriptivo, Nivel I: de reconocimiento visual,
Nivel 11: de analisis, Nivel I1I: de clasificacion, y Ni-
vel 1v: de deduccion formal” [35, p. 42].

Para Rendén y Londoiio [8], los niveles de razo-
namiento son una estratificaciéon del razonamien-
to humano en una jerarquia de niveles. El modelo
educativo de van Hiele indica que existen diferen-
tes niveles de razonamiento de los estudiantes re-
feridos a las matematicas, cada nivel supone una
forma de comprension y un modo de pensamien-
to particular, de manera que un estudiante solo
puede comprender y razonar sobre los conceptos
matematicos adecuados a su nivel de razonamien-
to. Los niveles de razonamiento en relacion con la
comprension del concepto de infinito actual y con-
templados en la investigacion son:

— Predescriptivo: en este nivel, los estudiantes
describen los elementos basicos geométricos
que posee la recta, de acuerdo con su forma y
semejanza con otros objetos del entorno.
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— Reconocimiento visual: en este nivel, el estu-
diante debe reconocer visualmente los elemen-
tos que componen una linea recta.

— Andlisis: un estudiante en este nivel razona de
manera implicita sobre el concepto de funcién
y algunas de sus propiedades, para que, a través
de este proceso, le sea posible establecer la rela-
cién con el concepto de infinito actual.

- Clasificacion: un estudiante ubicado en este
nivel estd en la capacidad de establecer y ana-
lizar una relacién de correspondencia de ele-
mentos, entre dos intervalos de ndmeros reales
cualesquiera.

La entrevista socratica

El método socratico ha ganado un importante
lugar en la educacién matematica y en diversas
investigaciones [36]-[40]. Ademads, ha facilitado
construir conocimiento bajo una caracteristica es-
pecial: el profesor, quien dirige el didlogo, asume
una actitud de humildad que permite a los estu-
diantes sentirse comodos en un nivel donde pue-
den participar abiertamente; en vez de decir qué
o cémo debe pensarse, permite el descubrimiento
del conocimiento por parte del estudiante.
Sucerquia et al. [41] y Jaramillo y Campillo [42]
seflalan que en una clase de matematicas el dialogo
debe permitir la expresion de ideas, conocimien-
tos, razonamiento critico y reflexivo, procesos ar-
gumentativos. Es decir, el didlogo matematico debe
presentar caracteristicas particulares que deben
corresponder con las propias del didlogo socratico.
La entrevista socratica ha mostrado resultados
interesantes para realizar seguimiento a la cons-
truccién y evolucién de un concepto matematico
por parte del alumno; también se ha considerado
una herramienta fundamental en estos estudios,
debido a que permite determinar los niveles de ra-
zonamiento a la luz del modelo de van Hiele [42].

Método

El método de investigacién usado fue el estudio
de caso, investigacion que, mediante los procesos
cuantitativo, cualitativo o mixto, permite anali-
zar profundamente una unidad para responder
al planteamiento del problema, probar hipétesis y
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desarrollar teoria [43]. El estudio se desarrolla con
tres estudiantes de grado once de una institucién
educativa oficial colombiana, en las tres fases des-
critas a continuacion.

Inicialmente, en la fase de disefio, se plantearon
descriptores hipotéticos adecuados segtin el nivel
de razonamiento que plantea el modelo de van
Hiele, sometidos posteriormente a un proceso de
verificacion y refinamiento mediante pruebas pilo-
to. En la fase de accion y, después de verificar que
los descriptores cumplen y corresponden con cada
nivel de razonamiento, se analiz6 la comprension
de los estudiantes en funcién de las actividades
que ejecutan, para que el investigador pueda inter-
pretarla y describirla con base en la interaccién del
estudiante con los objetos matematicos [44].

En esta misma fase basada en los descriptores,
se diseid y validd la entrevista socratica semies-
tructurada mediante preguntas orientadas, reflexi-
vas e inquisidoras que llevaron a los estudiantes a
descubrir e interpretar las asociaciones entre el
infinito y las funciones de variable real [45]. Las
respuestas permitieron al investigador encontrar
informacién valiosa para verificar los descriptores,
describir y reconocer el nivel del razonamiento de
los entrevistados.

Es importante destacar que el método socrati-
co nace de los didlogos que sostenia Sdcrates para
llevar al individuo a encontrar la verdad sobre el
conocimiento. Se considera una estrategia que
promueve la reflexién de los objetos de estudio, a
través de la duda o de ciertos momentos de con-
tradiccién que conllevan al estudiante a producir
el conocimiento mediante una serie de preguntas
y el analisis de sus respuestas, es decir, el conoci-
miento se construye a partir de la reflexion critica
de acuerdo con la situacién planteada.

En este sentido, durante el desarrollo y la im-
plementacion de la investigacion, se utiliz6 la en-
trevista semiestructurada socratica para describir
la compresion de los estudiantes frente al concepto
de infinito actual, a la luz del modelo de van Hiele.
Se tuvieron en cuenta aspectos como el lenguaje
para determinar la comprension; mientras que el
vocabulario y las relaciones significativas de con-
ceptos fueron factores de analisis en el desarrollo
de la investigacion.
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Elaboracion, implementacion
y refinamiento de los
descriptores hipotéticos

Figura 3. Fases de investigacion.

Accion

Fuente: elaboracion propia a partir del modelo de van Hiele.

Durante la investigacion, sellevaron a cabo cua-
tro pilotos que permitieron refinar y ajustar la en-
trevista. Al final, se obtuvo una versién mejorada;
al mismo tiempo, se logré refinar y validar los
descriptores hipotéticos, hasta encontrar nuevos
y definitivos descriptores. A través de este proce-
S0, se entrelazd una red de relaciones durante toda
la implementacion, dado que, detrds de cada pre-
gunta, se estableci6 un propdsito que solo el entre-
vistador conocia. A medida que se avanzaba en la
aplicacidn, el entrevistador pudo interpolar, rela-
cionar, razonar, reflexionar e inferir a partir del
constructo formado por la red de relaciones.

A lo anterior se suma la fase de andlisis y la de
interpretacion de resultados, donde se analizan con
profundidad las respuestas, gestos y actitudes de
los entrevistados a quienes se aplicé la version
definitiva de la entrevista. A la luz del modelo de
van Hiele y la perspicacia del entrevistador al mo-
mento de implementar y orientar la entrevista, este
analisis fue sumamente importante para clasificar
a cada estudiante en uno de los cuatro primeros ni-
veles de razonamiento, segtin el modelo. De la con-
fiabilidad de la entrevista y el direccionamiento del
entrevistador depende, en gran medida, hallar las
manifestaciones concretas de razonamiento, re-
lacionadas con el concepto de infinito actual por
parte de los entrevistados.

La investigacion como forma de reflexion y
evaluacidn, se realizd en las tres fases que se mues-
tra en la figura 3.

Resultados

En el contexto de la entrevista semiestructurada
socraticay el modelo de van Hiele, se tuvo en cuen-
ta la secuencia de preguntas, variable con cada
entrevista. Finalmente, a la luz de los descriptores

Disefio, refinamiento e
implementacién de la
entrevista socratica

Analisis de las respuestas y clasificacion
de los estudiantes en uno de los

niveles de razonamiento, después de
implementar la entrevista.

y, en contraste con un guion de entrevista, fue po-
sible determinar el nivel de razonamiento en que
cada estudiante se encuentra.

A continuacion, se exhibe, como muestra, el
tratamiento de algunos descriptores de nivel fi-
nales (DN), los cuales surgieron mediante el refi-
namiento y validacién de descriptores hipotéticos
planteados inicialmente; ademas de las preguntas
del investigador (pPN) y algunas de las respuestas
(rE) dadas por cada uno de los tres estudiantes (eti-
quetados como E1, E2 y E3). Es conveniente aclarar
que los resultados de la investigacién enfatizan en
la descripcion de la comprension del concepto de
infinito actual, a partir de la consecucion de los
descriptores enmarcados en los niveles del modelo
de van Hiele, detallados a continuacion.

Nivel 0. Predescriptivo. Permite identificar los con-
ceptos basicos aritméticos y geométricos de los
estudiantes, para llegar a la comprension del con-
cepto de infinito actual.

Un estudiante ubicado en el nivel cero debe
cumplir con los siguientes descriptores (DNo):

- DNOL: diferencia los conceptos de recta y seg-
mento de recta.

- DNO02: identifica que la recta y el segmento de
recta estdn conformados por muchos puntos.
Preguntas/actividades para el Nivel 0 (PNO):

Dados los puntos A y B, unirlos a través del tra-
Z0 mas corto:

A
[

o
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= PNo.1: después de realizar el trazo mds corto
entre A y B, ;qué nombre podria recibir este
trazo y por qué?

= REL: A y B pueden unirse con una linea; esta
puede ser recta o curva, pero si me dice el mas
corto yo pienso, profe, que es una linea recta.

= PNO.2: ;cuantos trazos como el anterior es posi-
ble construir al realizar la unién entre el punto
Ay el punto B?

= REL: Siselograran realizar trazos curvos de di-
ferente medida que unan a los puntos A y B,
se pueden construir muchos, pero como piden
el més cortd, solo uno, a través de una linea
derechita.
En la siguiente figura, ubicar dos puntos cua-

lesquiera C y D entre los puntos A y B:

A B
— —

= PNO.3: sen cudntas partes quedé dividido el tra-
zode A a B?

= REO.3: en ese trazo quedarian tres nuevos tra-
z0s, 1o sé si de igual tamarno, pero quedan tres,
cuando se ubican los puntos Cy D.

= PNo.4: después de haber ubicado los puntos C
y D en el trazo anterior, ;puedes indicar algun
nombre para los nuevos trazos que surgieron?

= RE2:los trazos que se forman después de ubicar
los puntos C y D, yo los llamaria subconjuntos
del trazo A y B, pues los nuevos trazos son mas
pequeiiitos.

En las respuestas de los estudiantes se evidencia
que relacionan intuitivamente los preconceptos o
ideas preconcebidas afines al concepto de linea; y
describen cdmo se construye el concepto de linea
recta, ademas de los elementos que la componen.
Utilizan la comparacién conceptual construida
con otros objetos matematicos. En particular, in-
fieren una posible correspondencia entre los pun-
tos de dos segmentos de recta congruentes, a través
de la exploracién y la experimentacion. En conse-
cuencia, se evidencia que las construcciones con-
ceptuales de los objetos matematicos a este nivel
no son concretas, dado que los puntos Cy D pueden
determinar elementos que no son subconjuntos del
segmento AB.
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Nivel I. De reconocimiento visual. Para que un es-
tudiante sea clasificado en este nivel debe recono-
cer visualmente los elementos que componen una
linea recta, asociada al contexto aritmético de los
nimeros reales (recta real), a partir de su forma y
su apariencia global. Esto permite relacionar cual-
quier intervalo real como un subconjunto de los
reales. Algunos descriptores (DN1) para este nivel
son:

» DN1.1: identifica de forma visual segmentos de
linea, e infiere que a partir de ellos es posible
establecer un intervalo real.

= DN1.2: determina un intervalo de niimeros rea-
les como un subconjunto del conjunto de todos
los reales.

Preguntas para el nivel I (pN1):

» PN1.1: dada la recta L, teniendo en cuenta los
puntos que se ubican en ella, indicar cuantos
segmentos de recta pueden construirse en L, a
partir de los puntos indicados.

L A C D F F B
® ® ® ® ® *—

= RE3: se pueden construir mas de once segmen-
tos, pues a partir de 4, si involucramos los otros
puntos, se pueden construir diferentes pedaci-
tos de linea recta, o bueno, segmentos.

= RE2: Ccreo que siete segmentos, si se cuenta el
que inicia a la izquierda y termina en A y el que
inicia en By no termina.

» PN1.2: al suponer que cada punto ubicado en la
recta L representa un nimero real cualquiera,
spuedes indicar cuantos numeros reales hay
entre los puntos Cy D?

= REIL: pues si esos punticos son nimeros, yo
pienso que debe haber muchos niimeros entre
Cy D, claro que no se puede decir cudntos nu-
meros hay, seria dificil contar cada puntico.

= PN1.3: suponiendo que la recta 0 representa la
recta real y cada uno de los puntos que es po-
sible representar en ella son numeros reales,
muestra graficamente la region limitada entre
los puntos A y C; también, muestra la regioén
limitada entre los puntos C y F. ;Cudl de las
dos regiones tiene mayor cantidad de puntos o
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nameros reales?

= RE3: si uno mira por el tamaiio a simple vista,
se puede decir que la regién que estd entre Cy
0 es mas grande que la otra, pero si uno juicio-
samente se pone a contar cada uno de los pun-
ticos que estan en cada region, son muchisimos
puntos, creo que no podria decir cuantos.

= PN1.4: sup6n que la recta L representa la rec-
ta real y cada uno de los puntos que es posi-
ble representar en ella son nimeros reales. Si
el punto A representa el nimero 2 y el punto C
representa el numero 3, ;cuantos nimeros rea-
les hay en el intervalo [2,3]?

= RE2: como cada punto representa un nimero
real, creo que entre 2 y 3 debe haber muchos
nimeros reales, y tal vez no se pueden mencio-
nar todos, pues son muchos, al igual si compa-
ramos esos nimeros con puntos seran infinitos
nimeros y puntos.

En este nivel, los entrevistados infieren e inten-
tan establecer la relacion entre el tamafio de seg-
mentos ubicados en la recta real y la cantidad de
elementos que los componen (nimeros reales), al
hacer comparaciones de acuerdo con la magnitud
visual entre dos regiones limitadas. Intuitivamen-
te, exploran y dan definiciones basicas que pueden
ser relacionadas con el concepto de intervalo. A su
vez, relacionan la cantidad de puntos o nimeros
reales en un intervalo con la nocién de cantidad.
Se aproximan a la definicion del concepto de infi-
nito actual, sabiendo que existe un infinito limita-
do pero presente. Es importante utilizar las propias
palabras del entrevistado, para convencerlo de que
sabe menos de lo que pensaba, por lo que se ve este
forzado a abrir su mente a nuevas y posibles res-
puestas que no habia considerado.

Nivel II. De andlisis. En este nivel, los estudiantes
analizan los elementos basicos de una funcién y
su relacion con el concepto de infinito actual. Las
deducciones y la extension de sus propiedades tie-
nen un caracter informal. Un estudiante ubicado
en el nivel IT (DN2) debe cumplir con los siguientes
descriptores:
» DN2.1: describe intuitivamente una funcién,
partiendo del concepto de correspondencia,

teniendo en cuenta relaciones establecidas en-
tre conjuntos.

= DN2.2: ordena en la recta real cualquier conjun-
to de niimeros reales.

Preguntas para el nivel II (PN2):

= pN2.1: observar la siguiente relacion: f(n):
N->2N (N: nimeros naturales y 2N: nimeros
naturales pares). A partir de ella, indicar la co-
rrespondencia para los cinco primeros niime-
ros naturales.

= REIL: haciendo el reemplazo, se puede ver que
uno se relaciona con dos, dos con cuatro, tres
con seis, cuatro con ocho, y cinco con diez;
como van de dos en dos, o el doble del namero.

= PN2.2: suponiendo que se realizara la corres-
pondencia f(n): N> 2N, para todos los niimeros
naturales, es decir que a cada nimero natural, le
correspondiera el doble de este, indica si algiin
nimero natural (N) se queda sin relacionarse.

= RE2: pensandolo de esa manera, ninguno de los
nameros de N se quedaria sin pareja, pues cada
uno siempre se relacionard con su doble, todos
se relacionan entre si.

= pPN2.3: dada la relacién f(n): N->2N, ;podrias
indicar cuantos numeros tiene N y cuantos nu-
meros tiene 2N?, ;cudl de los dos conjuntos (N
0 2N) tiene mayor cantidad de elementos?, ;por
qué? (Sabiendo que n es un numero natural
cualquiera, N representa el conjunto de los nu-
meros naturales, y 2N representa el conjunto de
los naturales pares).

= RE3:inicialmente, yo pensé que el conjunto N era
mas grande que 2N, pues en los naturales uno
cree que estan tanto los nimeros pares como los
impares, pero cuando comencé a relacionar uno
a uno me di cuenta de que los dos conjuntos son
iguales, porque ninguno de los niimeros de N

se queda solito, siempre se podra relacionar con
su doble.

Es importante resaltar la manera como los es-
tudiantes van modificando algunas concepciones
iniciales de los estudiantes sobre la cantidad de ele-
mentos que posee un conjunto al realizar la com-
paracioén con la cantidad de elementos de uno de
sus subconjuntos. Esta experiencia muestra que,
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intuitivamente, los estudiantes vinculan el con-
cepto de infinito actual con la relacién biunivoca a
partir de la cardinalidad entre conjuntos.

Cuando el estudiante E3 infirié que entre N y
2N se establece una relacién uno a uno en la que
no sobran elementos en el conjunto 2N, es posible
evidenciar de forma implicita que se utiliza la cla-
sificacion de las funciones, mas precisamente, en
el aspecto que tiene que ver con las funciones bi-
yectivas. Se destaca el papel del investigador, pues
este debe utilizar cuestionamientos propicios que
no estén precisamente enmarcados en la entrevis-
ta, pero que se relacionen con ella, que permitan
eliminar las barreras que le impiden conseguir un
nivel superior de comprension al entrevistado.

Nivel 111. De clasificacion o relacion. En este nivel,
los estudiantes analizan los procesos bésicos que
se establecen mediante una relaciéon de correspon-
dencia, comparando el cardinal de dos conjuntos
numeéricos, lo que permitira inferir que el cardinal
de un intervalo de nimeros reales con mas de un
elemento (se exceptua el intervalo vacio y el inter-
valo unitario o degenerado) es igual al cardinal de
los nimeros reales.

Un estudiante ubicado en el nivel 111 (DN3) debe
cumplir con los siguientes descriptores:

» DN3.1: afirma que a un intervalo de nimeros
reales le corresponde la misma cantidad de nu-
meros reales que cualquier intervalo contenido
en ¢él.

= DN3.2: tiene claro que los nimeros reales estan
compuestos por infinitos subconjuntos propios
infinitamente divisibles.

Preguntas para el nivel 11T (PN3):

Al observar el segmento AB y el segmento CD.

A B
o———©

C D
@ L]

» PN3.1: ;cudl de los dos segmentos tiene mayor
cantidad de puntos?

= REL:asimple vista, por el tamafo, se puede ob-
servar que el segmento CD tiene mds puntos.

» Instruccién: intenta relacionar cada punto del
segmento CD con un punto en el segmento AB,
usando de diversos trazos. Muestra grafica-
mente como lo haces.

= PN3.2: jcudl de los dos segmentos tiene mayor
cantidad de puntos?

» RE1: Inicialmente pensé que el segmento CD te-
nia mayor cantidad de puntos por el tamafo;
pero como empecé a relacionar punto a punto,
me doy cuenta de que no por el tamafio se po-
dia indicar la cantidad de puntos. Después de
que los relacioné, encontré que si podian rela-
cionarse todos los puntos del segmento CD con
todos los puntos del segmento AB. Es genial ver
cémo los dos tienen la misma cantidad de pun-
tos y esa cantidad son muchos.

Es de gran interés observar como a través de
la experimentacion, los estudiantes modifican es-
tructuras conceptuales basadas en la observacion,
y pueden comprobar que sin importar la magnitud
de un segmento, la cantidad de puntos que contie-
nen es la misma, lo que los conduce a inferir in-
tuitivamente la idea de infinito actual. Al utilizar
el método socrético en el disefio e implementacion
de la entrevista, se vislumbra como el entrevis-
tado por si mismo, conducido por las preguntas
y sus respuestas, logra salir de un estado de con-
fusion, después de haber sido confrontado por el
entrevistador.

Conclusiones

Durante la implementacién de la investigacion, se
realizd una entrevista socratica individual a tres
estudiantes del grado once de una institucion edu-
cativa oficial colombiana, para analizar su proceso
de razonamiento con respecto a la comprension de
la relacién mencionada. El objetivo fue describir el
proceso de razonamiento de cada estudiante y ubi-
carlos en uno de los niveles de razonamiento del
modelo de van Hiele.

El estudiante El, por su desempeiio y forma de
razonar, revela un nivel tres, de acuerdo con los ni-
veles del modelo de van Hiele. Se aprecia que tiene
claros los preconceptos de recta, punto y segmento.
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Construyo estos conceptos a través de la explora-
cién e implementacién de la entrevista socratica,
lo que le permitié aproximarse intuitivamente al
concepto de infinito actual, desde la definicion de
Cantor en cuanto a la relacién entre un conjunto
y sus subconjuntos. Se observé que el estudiante
trasciende la simple idea de infinito actual como
cantidad, pues en su forma de razonar es posible
establecer que sus concepciones reflejadas en sus
respuestas dan cuenta de que sin importar el tama-
o de un segmento, en comparacion con otros, es
posible inferir que tienen igual cantidad de puntos.

El estudiante E2 analizo6 los elementos basicos
que lo llevan a aproximarse al concepto de fun-
cién, de acuerdo con analisis de sus respuestas y su
forma de enfrentar las preguntas planteadas en la
entrevista. Pero se le dificult realizar una relacion
entre este y el concepto de infinito, por lo que se
ubica en un nivel dos de razonamiento del modelo
de van Hiele. Para que el estudiante cumpliera con
los descriptores necesarios, se hizo conveniente
usar un metalenguaje mas simple.

El estudiante E3, de acuerdo con el modelo de
van Hiele, se ubicé en el nivel tres de razonamien-
to. En sus respuestas se evidencia que comprende
como es posible llegar a los mismos resultados
partiendo de proposiciones o premisas distintas,
empleando el razonamiento formal. Desde el co-
mienzo, mostro la relacion del concepto de infinito
con cantidades que crecen o decrecen sin limites
(infinito potencial). No obstante, al interactuar con
el investigador, manifesto la relacion entre interva-
los de niimeros reales con mas de un elemento y la
cantidad infinita de numeros reales contenidos en
ellos, estableciendo la presencia del infinito actual,
un infinito que permite inferir que el todo cabe en
cualquiera de sus partes.

La utilidad de la entrevista socratica radica
en que el estudiante reflexione no solo acerca de
las preguntas, sino de sus propias respuestas y
llegue a relacionar y tener conciencia de las pro-
piedades que utiliza en sus razonamientos [46].
De esta manera, este tipo de entrevista constituye
una herramienta potente para observar la evolu-
cidén del razonamiento de un estudiante, en una

experiencia de aprendizaje al permitir avanzar en
el nivel de razonamiento.

Entre los resultados encontrados en la investi-
gacion, fue posible establecer que la entrevista so-
cratica estimul6 la capacidad de razonar y analizar
procesos de razonamiento infinito en los entrevis-
tados. Ello permitié que pudieran construir una
relacion entre el concepto de infinito actual y otros
objetos matematicos.

Frente a la importancia de estudiar la com-
prension, es necesario indagar sobre las manifes-
taciones y actuaciones de los estudiantes sobre
los objetos matematicos, sus puntos de partida y
la direccion en la que su pensamiento matemati-
co le permite establecer relaciones de lo concreto
con lo abstracto o viceversa. La conciencia de la
comprensién da seguridad, cuando el estudiante
ve relaciones nuevas que no habia notado antes,
entonces se habla de la formacién de una nueva
estructura de pensamiento, en el contexto del mo-
delo de van Hiele.

Es necesario indagar sobre la importancia de
la nocién de infinito en los estudiantes, teniendo
un acercamiento teérico, y reflexionar sobre los
procesos de adquisicion de conceptos matematicos
abstractos. A su vez, este trabajo es un punto de
partida para otros estudios en cuanto a la perti-
nencia de las tematicas abordadas y el estableci-
miento de los niveles de abstraccion de las ideas
matematicas abstractas, niveles de rigor en la l6gi-
cay desarrollo de la imaginacion y el pensamien-
to matematico de los estudiantes. Se espera que,
luego de comprender conceptos, los estudiantes
logren desarrollar otros procesos complejos y lle-
guen a niveles de abstraccién mayor.

De otro lado, es posible afirmar que el estudio
y el analisis de la comprension del concepto de
infinito actual no se reduce a calculos, problemas
algebraicos o valores numéricos exageradamen-
te grandes, sino que estd presente en objetos de
naturaleza infinitamente pequena o bien infinita-
mente grande, alli el estudiante debe trascender
la concepcién del infinito como cantidad, para
establecer la diferencia entre el infinito actual y el
infinito potencial.
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